4 Bonus!

4.1 Etude des opérateurs de Hilbert-Schmidt (205, 208, 213) [21], [22]

Dans ce développement bonus qui remplacera peut-étre Lax-Milgram, je détaille quelques propriétés des opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt, qui sont des opérateurs spéciaux, mais pas tant que ¢a étant donné que tout opérateur de
Hilbert-Schmidt sur L2(£2, i) avec (£2,.%, ) un espace mesuré o-fini est un opérateur a noyau et réciproquement !
Commengons par définir ce qu’est un opérateur de Hilbert-Schmidt :

Définition 4.1 (Opérateur de Hilbert-Schmidt). Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie, et soit (e, )nen une base hilbertienne de H. On définit ensemble suivant :

HS (H) = {T € Z.(H)

—+o0
> ITenl? < +oo}.
n=0

Les éléments de cet ensemble sont appelés opérateurs de Hilbert-Schmidt de H.

On montre les propriétés suivantes :

Théoréme 4.2. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et soient (e,)nen €t

(fp)pen deux bases hilbertiennes de H. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. Te #S(H) < T* € 77 (H). De plus :

+o0 +o00o +00
S Teal® = S ITAHIP = 3 IT enl
n=0 p=0 n=0

2. La quantité :

1T s =

400
> I Teal?
n=0

définit une norme euclidienne sur 7. (H) munissant cet espace d’une structure d’espace de Hilbert.

De plus, l'inclusion :
(S H), | - loer) — (Le(H), |- l2.n))
est continue.

3. L’ensemble des opérateurs de rang fini sur H est dense dans (£ (H),| - ||s2»). En particulier, les
opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts.

4. Si H = L%(Q,.#, 1) avec p une mesure o-finie et si H est séparable, alors application :

(L2 (Qay ® g,ﬂ@ ,U) ; || . ||L2(u®u)) — (%y(H)v || : ||9fy)
K +— TK:f»—>TKf:3?’—>/QK<$ay)f(y)dﬂ(y)

est une isométrie bijective.

Démonstration. 1. Soit T € Z.(H). La quantité :

—+oo
Z ||Ten||2
n=0
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est toujours bien définie, méme si elle peut étre infinie. En tous cas, ’égalité de Bessel-Parseval appliquée

avec la base hilbertienne (fp)pen donne :

+00 +00 +o0 +0oo +oo
Z||Ten”2 ZZ| Tenafp ZZ Tenvfp
n=0 n=0 p=0 p=0n=0

d’aprés le théoréme de Fubini-Tonnelli. En passant a ’adjoint et en ré-utilisant ’égalité de Bessel-Parseval

avec la base hilbertienne (e, ),en, on obtient :

+o0 400 +00
STUTenl =33 Hen, T f,) 2 ZHT ol
n=0 p=0n=0
Le caractére totalement arbitraire des bases hilbertiennes (e, )nen €t (fp)nen donne donc :
+oo
VT € Z(H Z [ Tenl? =Y I 1l
p=0
et également, donc :
+oo
VT € Z.(H Z | Teall® = > I T enl
n=0

Si cette étape vous a paru un peu rapide, utilisez une troisiéme base hilbertienne (gq)qen (totalement arbitraire
elle aussi!) comme intermédiaire. On a donc bien que T' € .7 (H) si et seulement si T* € S (H), ce qui

conclut ce premier point.

. Le premier point permet de montrer que l'application || - || sz est bien définie étant donné qu’elle ne dépend
pas de la base hilbertienne considérée. Maintenant, si T € 7. (H) est tel que || T||,2» = 0, alors on a que

Te,, = 0 pour tout n € N. Etant donné que T est linéaire et continue et que (e,,)nen est une base hilbertienne

de H, on a que T = 0. On vérifie que || - || vérifie les autres axiomes de norme grace a la linéarité de T'
et les propriétés de norme de || - |[s2(n). De plus, il s’agit bien d’une norme euclidienne, induite par le produit
scalaire suivant :
+oo
VS.T € #S(H), (T,S)wz = (Tey, Sey).
n=0
Maintenant, on a :
+oo
Ve e H, VT € S (H), ||Tz|?> = Z Tz e,)? = Z [, T en) > < [l Y 1T enl?
n=0
= IIIH IT* N2 = II$H I35 -

On a utilisé ’égalité de Bessel-Parseval dans la premiére égalité, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le premier

point disant que la norme Hilbert-Schmidt de T™* est la méme que celle de T'. On a donc montré :
Ve e H, |[Txl| < Tzl

ce qui donne bien :

T2y < | T|| -

Maintenant qu’on a montré cette inégalité, on est prét & montrer que 2. (H) est muni d’une structure d’es-
pace de Hilbert. En effet, si (T},,)men € 2.5 (H)N est une suite de Cauchy pour la norme Hilbert-Schmidt,

alors elle I’est aussi, en particulier, pour la norme d’opérateur. Par complétude de I'espace (XC(H ) Il Nz H)),
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il existe donc un élément T' € Z,.(H) tel que (T},,) converge vers T en norme d’opérateur. En particulier :

VYn €N, || Tmen —Ten|| —— 0, et donc |Timen|| ——— ||Ten]-
m——+00 m—+00

Or, le fait que (T;,,) soit de Cauchy dans 2. (H) indique que la suite ((||Tmen||)n€N)mGN € (2(N)N est de
Cauchy pour la norme || - [[,2(x) et donc, par complétude de cet espace, converge vers une suite de £?(N), qui

ne peut étre que (||Te,]|), - ! En effet, si (u(m)) y € C(N)N converge vers u € £%(N), on a en particulier :

neN *

Vn € N, u(m) — Up.
m——+o0

Ainsi, par unicité de la limite simple dans ¢2(N), on a donc que (||T¢,||),,c est cette limite et est donc dans

HS
(2(N), ce qui veut exactement dire que T' € .5 (H)! Il ne reste plus qu’a montrer que T}, % T:
m——+00

“+o0 “+o0
D N Tmen — Tenl* = Z | Tmenll® + Z |Ten||> — 2Re <Z< men,Ten>> .
n=0

n=0

Or, on vient de montrer que :

+oo +oo
> | Tmenl? P D I Tenll?,
n=0 n=0

et on a vu que :
H
VneN, T,e, —— Te,.
n——+oo

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme de convergence dominée :
VneN, (Tnen, Ten) — || Ten|?
m——+o0

et on a la domination :
Vnm €N, |(Toens Teall < [Tollz,n | Tenll < (515 [ Tolzan) ) I1Tenl € 200
me

indépendamment de m! Ainsi, le théoréme de convergence dominée s’applique et donne :
—+o0
2
2Re (Z{J(Tmen,Ter)) — Z||Ten||
n=

ce qui montre donc :
||Tm - T”ﬁfy —_— 07
m——+oo

ce qu’on voulait démontrer !

. Pour & € N, notons P} le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel Fj := Vect (e,,n € [0, k]).

Montrons que pour tout T € .5 (H), T Py ﬂ()) T. Déja, T' Py, est bien élément de s (H) :

Z | T Pren||? = Z |Ten||* < +oo.

n=0

De plus, on remarque que TPy est un opérateur de rang fini, étant donné que son image est égale a T'(F})
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qui est de dimension finie étant donné que F} est de dimension finie. Enfin, on a :

+00 oo
Y oITPren —Ten|* = > || Ten]? ——0
n=0 n=k+1 oo

étant donné que la série E |Te,||? converge. Ainsi, on a montré :
neN

A (H)
R AN

TP, T

k—-+o0 ’

et donc les opérateurs de rang fini sont denses dans (.S (H), (-,-)srs)! Ainsi, en particulier, grace a la
continuité de Uinjection dans .Z.(H), on a que T est limite dans £.(H) d’opérateurs de rang fini, donc
compacts. Etant donné que I'ensemble .# (H) des opérateurs compacts est un fermé de Z,(H), on a que
T € ¢ (H) : les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts !

. (Si le temps) On utilise le fait suivant, qu’on ne démontrera pas dans le développement :

Proposition 4.3 (Base hilbertienne de L? dans un espace produit). Avec les notations de ’énoncé, si
(€n)nen est une base hilbertienne de I'espace L2(§, %, 1), alors, si on définit, pour f,g € L2(Q, %, ) :
f®g : 2?2 — K
(z,y) — [f()g(y)

on a que la famille (enp)mpenz = (én ®€)(, yen> €St une base hilbertienne de
LQ(QQ,9®3Z,M®M).

J

Eléments de démonstration. On montre dans un premier temps que le sous-espace vectoriel L2(Q,.F,u) ®
L2(Q, Z, 1) engendré par les fonctions f®g pour f et g parcourant L2(€2, %, ) est dense dans L2 (QQ, FRQF, u® ,u)
en montrant que, si F' est dans l'orthogonal de cet espace et si (A4,,) est une suite croissante d’éléments de

% de mesure finie et d’union €2, alors ’ensemble des éléments T' € . ® Z tels que :

// F(z,y)d(p® p)(x,y) =0
TN(A,XAy)

est une classe monotone contenant les éléments A x B pour A, B € .%. Ainsi, cette classe monotone est égale
A ¥ ® Z par le théoréme des classes monotones, de sorte que, en prenant pour 7" les ensembles mesurables
{Re(F) < 0}, {Re(F) > 0}, {Im(F) < 0} et {Im(F) > 0}, on a que F = 0 presque partout sur A, x A,.
Ainsi :

/ / IF(z,9)|d(n ® p)(, ) = 0
A, XA,

et donc, par convergence monotone, on peut faire tendre n vers +o0o pour obtenir :

//Q [F (2, y)|d(p @ p) (2, y) = 0.

Maintenant, il ne reste plus qu’a voir que la famille (e, ® @)(n pyenz est une famille totale de L2(Q, 7, ) ®
L2(Q,.7, p) et donc une famille totale de L2 (Q%,.7 @ Z, u® p). O

Maintenant, si K € L2 (QQ, FRJF, u® ,u), alors, en notant, pour n,p € N :

b = (Kveny) = [ [ K ien@ley ) dua)any),
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on se rend compte que :
V(n,p) € N2k, = (Tkep, en).

Ainsi, on a :
+oo —+o0
Vp €N, Z ‘kn,p|2 = Z |<TK€paen>|2 = ||TK619||2
n=0 n=0

d’aprés 'égalité de Bessel-Parseval. Or, (e, ) forme une base hilbertienne de L? (QQ, FRQF, u® u), et donc,

encore par ’égalité de Bessel-Parseval :
+o00
Z ||TK610H2 = Z ‘kn;p|2 = Z ‘<K7 en,p>|2 = ||K||%2(;L®M) < +o0.
p=0 (n,p)EN? (n,p)eN?

On a donc montré non-seulement que 'application du point 4. était bien définie, mais qu’en plus il s’agissait
d’une isomeétrie linéaire (vérifiez la linéarité si vous voulez) ! Maintenant, prenons T € . (H) (rappelons
que H désigne ici 'espace L2(Q,.%, 1)) et posons, dans le méme esprit que précédemment, pour (n,p) € N2 :

knp = (Tep, en).

Ona:
+oo +o0 +oo
Do ksl =D [(Tepen)® =D ITey|* = T < +oo.
(n,p)EN? p=0n=0 p=0

Ainsi, (kn,p) (n,pjen € (?(N), de sorte que cette suite définisse un unique élément K € 12 (QQ, FRQF, u® u)
tel que :
Y(n,p) € N2, (K, enp) = knp.

Plus explicitement, il s’agit de 1’élément :

K= Z kn.pen,p-

(n,p)€EN?

Montrons donc que T' = Tk. Pour cela, on utilise le point 3 : soit Py 'opérateur de projection sur le

sous-espace vectoriel Vect(e,,0 < n < N). On observe que :

N N N +oo
VNeN,VfeH, TPyf=T (Z(f, ep>e,,> = (frep)Tep =Y > (frep)knpen.

p=0 p=0 p=0n=0

En posant alors, pour N € N :
N +oo

Kn =Y knpenp,

p=0n=0

on obtient :

N +oo
YN eN, VfeH, Ti,f = /Q (Z > kn,pen@)ep(y)) fy)du(y)

p=0n=0

>\

—0 Q2

“+oo
(Z kn,pen(x)> ep(y) f(y)du(y)
n=0

S|

indépendant de y
N +oo

Z Z kn7pe7l<f7 ep>'

p=0n=0
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Ainsi, TPy = Tk, pour tout N € N. Or, on a montré que :

S (H)
—+00

TPy

Ainsi, il suffira de montrer que Tk, N—”) Tk pour conclure! Or, par le caractére isométrique de I’appli-
—+o0

cation K — Tk, on a :

+o0o 400
YN EN, [Ty =Ty = 1Kn = Klf2 (0, = Z Z [Fon ] oY
p=N+1n=0

étant donné que (ky, ) € €2 (N?)! Ainsi, on a bien :

TPy = Tr,, —% ()

—+0o0

Tk

et donc, par unicité de la limite, T = Tk, ce qui conclut !
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